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Features of scaling FFAG

• A fixed magnetic field

• Based on strong focusing

• Zero chromaticity

→   Rapid acceleration with  high repetition.

→ A beam is stable during acceleration.



Beam acceleration 

RF frequency is variable

RF frequency is fixed

There are two way of acceleration.

We can get high RF voltage rather than variable frequency

Rapid acceleration can be achieved.

For proton acceleration

Stationary bucket acceleration
For electron or muon acceleration.

( proton in the future )

< The merit of using fixed RF frequency >

Harmonic number jump



The problem of stationary bucket 
acceleration

• The bucket hight is limited by RF voltage.



Improve the problem
• To get large energy change even if use 

stationary bucket acceleration

If we can accelerate particles using two stationary 
buckets, the energy change will be large.

To make the two stationary 
energies approach each other 

which is below/above the 
transition energy. 

The two stationary buckets 
can be close. 



The way of making two stationary 
energies close each other 

BRIEF ARTICLE

THE AUTHOR

(1) k = 24R0 = 0.58[m]E0 = 6500[MeV ]

1

BRIEF ARTICLE

THE AUTHOR

(1) k = 24R0 = 0.58[m]E0 = 6500[MeV ]

1

BRIEF ARTICLE

THE AUTHOR

(1) k = 24R0 = 0.58[m]E0 = 6500[MeV ]

1

BRIEF ARTICLE

THE AUTHOR

We defined eigenvectors of M : V1 V2

(1) f =
βc

2πR
Note that

defined that K has periodicity relation

ZN = MN (c1V 1 + c2V 2)

= c1λ
N
1 V 1 + c2λ

N
2 V 2

(2)

Where λ is the eignvalue and Y is vector.
K(s) = n(s)

ρ(S)2

K(s) = 1−n(s)

ρ(s)2

(3)

{
y =

√
βW cos(µ(s) + µ0)

y′ = −
√

γW [sin(µ(s) + µ′
0)]

(
y
y′

)
=

(
R11 R12

R21 R22

)(
y0

y′0

)

(
R11 R12

R21 R22

)
=

(
1 2.49
0 1

)(
1 0
kl 1

)

2.49 is the length which is from QM5 to ”keikouban”. So,S11 = 1 , S12 = 2.49.
Then,

e =
√

AC

S2
12

β =
√

A

C

α = −β(B − S11

S12
)

(4)
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If we choose the RF frequency near the top of the curve,
two stationary gamma(energy) close to each other.

γs1 : Stationary gamma@under
 transition energy

γs2 : Stationary gamma@upper
 transition energy



Longitudinal Hamiltonian for scaling FFAG 
accelerator

 We can analytically write Hamiltonian for scaling FFAG. 

∆
1

frf

d

dt

3.3 scaling FFAG加速器におけるLongitudinal motion

3.3.1 Longitudinal Hamiltonianの導出
scaling FFAG加速器の特徴である、スケーリング則に基づくと、磁場と closed orbitの関係は以
下の通りとなる。

B = B0

(
R

R0

)k

(3.1)

ここで、kは Field indexである。(3.1)式から、直ちに closed orbitと運動量の関係式が導きだ
せる。

R = R0

(
P

P0

) 1
k+1

(3.2)

以上の関係式を考慮し、(2.14)式と同様に、一周ごとの非同期粒子と同期粒子との位相差について考
えていく。ここで、加速周波数の逆数をTrf とし、各粒子の周回時間をTrevとする。また、Trev = hTrf

の関係を満たす周回時間を Trev(s) とし、その様な粒子のことを、同期粒子と呼ぶこととする。hは
harmonic numberである。
非同期粒子の周回時間と、同期粒子の周回時間の関係は以下の通りとなる。

Trev

Trev(s)
= 1 +

∆φ

2πh
=

(
R

R0

)/
P/E

P0/E0
(3.3)

ここで、E0 は同期粒子のエネルギー、R0 は同期粒子の closed orbitとする。(3.3)式について、
(3.2)式を用いて式変形を行うと

Trev

Trev(s)
= 1 +

∆φ

2πh
=

(
R

Rs2

)/
P/E

Ps2/Es2

=
(

P

Ps2

) 1
k+1 Ps2

Es2

(
E

P

)

=
(

E2 − m2

P 2
s2

)α
2 Ps2

Es2

(
E2

E2 − m2

) 1
2

= P 1−α
s2

E

Es2
(E2 − m2)

α−1
2

(3.4)

となる。ここで、(3.4)式、第 3行目からの αは、α = 1
k+1 と置いて計算を行った。また、(3.4)式

より、Trev(s)と一致する周回時間をもつようなエネルギー Eが、E0の他にもう１つ存在する。つま
り、k値と、ある同期エネルギー E0 を決めると、もう一方の同期エネルギー Eも決まる。そして、
その Eは以下の式を満たす。

Es1P
α−1
s1 = Es2P

α−1
s2

非同期粒子が、リングを一周した後の同期粒子との位相差は、以下の様になる。

∆φ = 2πh

[
P 1−α

0

E0
E(E2 − m2)

α−1
2 − 1

]
(3.5)

上式の、一周における変差∆を、 1
frf

d
dt と近似する。すると、粒子の位相とエネルギーについて、

以下の関係式を得ることが出来る。





dφ
dt = 2πfrfh

[
P 1−α

0
E0

E(E2 − m2)
α−1

2 − 1
]

dE
dt = frfV0 sin φ

(3.6)
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(3.6)式の、E と φを正準共役変数とする Hamiltonianは、∂H
∂φ = dφ

dt と ∂H
∂t = −dE

dt より、

H = 2πh

[
1

α + 1
(E2 − m2)

α+1
2

Es2P
α−1
s2

− E

]
+V0 cos φ (3.7)

と導ける。ここで、V0は高周波加速電圧である。また、上式のHamiltonianは、frf で規格化した。

3.4 二つの安定領域が接近した場合のHamiltonian contour

新たな加速方式に基づき、γs を γt 近傍に設定する。さらに、3.3.1 章で導いた Hamiltonian の
contourを図示すると、以下の図が得られる。用いた各パラメータは表で示す通りである。

図 3.3: Hamiltonian contour 図 3.4: 3D plot: gamma vs phase vs Hamiltonian

表 3.1: パラメータ

k値 6
Transition γ

√
7

RF voltage 2.5×(m0c2)
Harmonic number 1
Stationary γ 9

図 3.3より、Et上下の安定領域が近接している様子がわかる。Etより下の 安定領域は上の安定領
域に比べ、歪んだ形になっている。さらに、位相空間内での粒子の運動は、三つの領域に分けること
が出来る。

1. 二つの安定領域をまたぐ様に、エネルギーが下から上に伸びる道筋 (contour)
2. Et 上下に存在する安定領域内で、安定振動する領域
3. 安定領域外、かつ、道筋にならずに、流れてしまう領域　
また、図 3.4は、それぞれの Hamiltonianの値もあわせて、プロットしたものである。これより、

Etより上の安定領域中心 (φ = π)でHamiltonianの値が極小となっており、Etより下の安定領域中
心 (φ = 0)において、Hamiltonianが極大を持つことがわかる。
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Exact for scaling FFAG
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Trev(s) : Revolution time of reference particle 
Trev : Revolution time of each particle 

Es1 : Stationary Energy@under transition energy
Es2 : Stationary Energy@upper transition energy
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Normalized by frf



Longitudinal phase space in scaling FFAG

• Some particle can move up beyond transition energy(equivalent to 
transition gamma:γt) 

• From injection to extraction, the energy change is big.

• Rapid acceleration from injection to extraction.



Details of innovative RF 
acceleration 

   Requirement for RF voltage 

   Stationary energy above transition 
energy vs acceptable path

   K value VS bucket height (1)

K value VS bucket height (2)



Requirement for RF voltage 

(Es2)

(Es1)

Once we set the parameters of stationary energy(Es1/Es2), α and 
harmonic number, we can get minimum RF voltage.

The Hamiltonian contour which 
through the point (Es2,π) and (Es1,0) 
is the limit contour which is going 
up across the transition energy.
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T0 : Revolution time of reference particle 
T : Revolution time of each particle 

Es1 : Stationary Energy@under transition energy
Es2 : Stationary Energy@upper transition energy
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ここで、E0 は同期粒子のエネルギー、R0 は同期粒子の closed orbitとする。(3.3)式について、
(3.2)式を用いて式変形を行うと

Trev

Trev(s)
= 1 +

∆φ

2πh
=

(
R

Rs2

)/
P/E

Ps2/Es2

=
(

P

Ps2

) 1
k+1 Ps2

Es2

(
E

P

)

=
(

E2 − m2

P 2
s2

)α
2 Ps2

Es2

(
E2

E2 − m2

) 1
2

= P 1−α
s2

E

Es2
(E2 − m2)

α−1
2

(3.4)

となる。ここで、(3.4)式、第 3行目からの αは、α = 1
k+1 と置いて計算を行った。また、(3.4)式

より、Trev(s)と一致する周回時間をもつようなエネルギー Eが、E0の他にもう１つ存在する。つま
り、k値と、ある同期エネルギー E0 を決めると、もう一方の同期エネルギー Eも決まる。そして、
その Eは以下の式を満たす。

Es1P
α−1
s1 = Es2P

α−1
s2

非同期粒子が、リングを一周した後の同期粒子との位相差は、以下の様になる。

∆φ = 2πh

[
P 1−α

s2

Es2
E(E2 − m2)

α−1
2 − 1

]
(3.5)

上式の、一周における変差∆を、 1
frf

d
dt と近似する。すると、粒子の位相とエネルギーについて、

以下の関係式を得ることが出来る。





dφ
dt = 2πfrfh

[
P 1−α

s2
Es2

E(E2 − m2)
α−1

2 − 1
]

dE
dt = frfV0 sin φ

(3.6)

16

図 3.7からも分かる通り、二つの separatrixが接着する場合、上の安定領域の separatrixは必ず
Unfstable fixed point:(E,φ) = (E2, 0), (E1,π)を通る。この条件を (3.7)式の Hamiltonianより、定
量的に評価する。ここで、Etより下の同期エネルギーを E1、上の同期エネルギーを E2とする。ま
た、(3.7)式の Hamiltonianの同期エネルギー E0 を、ここでは E2 とする。

H(Es2, 0) = H(Es1,π)であることから

2πfrfh

[
1

α + 1
(E2

1 − m2)
α+1

2

E2P
α−1
2

− E1
]
−V = 2πfrfh

[
1

α + 1
(E2

2 − m2)
α+1

2

E2P
α−1
2

− E2

]
+V (3.12)

である。整理していくと、

V = πfrfh

[
1

α + 1
1

E2P
α−1
2

(Pα+1
1 − Pα+1

2 ) + (E2 − E1)
]

となる。ここで、各同期エネルギー E2、E1 は加速周波数と同期するエネルギーである。3.3.1節
で述べた通り、Es2を決めると、直ちに Es1も導きだせる。そこで、Es1P

α−1
s1 = Es2P

α−1
s2 を用いて

上式を簡単にすると、(3.13)式が導ける。

V = πfrfh

[
1

α + 1

(
P 2

s1

Es1
− P 2

s2

Es2

)
+(Es2 − Es1)

]
(3.13)

従って、(3.13)式において、同期エネルギー E2を決めると、右辺は定数となる。つまり、二つの
separatrixが接着し、二つの安定領域をまたぐ道筋が生じる、最低電圧を確認できた。そして、二つ
の安定領域をまたいだ道筋が生じるための最低電圧は、(3.13)式で定義できる。
さらに (3.13)式において、αについて解くと、

α =

(
P 2

s1
Es1

− P 2
s2

Es2

)

V0
πfrf h − (Es2 − Es1)

− 1 (3.14)

となる。従って、ある高周波加速電圧を決めたとき、その電圧値が、二つの安定領域をまたぐ道筋を
生じるための最低電圧となるのに必要な αの値、つまり、k値を知ることが出来る。
　

3.4.5 Field index : k値と道筋の関係
k値と同期エネルギーの関係

k値の大小は、磁石の形状やエネルギー増加に対する軌道長の増長に、寄与する。また、k値はEt

を決定する因子でもある。k値が高ければ高いほど、Etも高くなる。Etより下のエネルギー範囲で
は、軌道長の変化よりも、粒子の速度変化の方が大きい。従って、エネルギー増加にあわせて、粒
子の周回周波数も高くなる。一方、粒子のエネルギーがEtを超えると、粒子の速度変化よりも、軌
道長の変化のほうが大きくなる。つまり、エネルギー増加にあわせて、粒子の周回周波数も下がる
ことになる。k値が大きいほど、Et 以降で、周回周波数が減少する変化の割合が、小さくなる。こ
れは、k値が大きいほど、粒子の運動量による軌道長のずれが小さいためである。また、加速周波数
を、Et よりも下の同期エネルギーに同期させて固定し、k 値のみ変化させる場合、k 値が大きいほ
ど、Et 上下の同期エネルギー差 ∆E(= E2 − E1)が大きくなる。これは、k値が大きいほど、粒子
の速度変化 (エネルギー変化)に対する、粒子の周回時間の変化が小さいため、より高い同期エネル
ギーにまで加速しないと、粒子の周回周波数が加速周波数と同期しないためである。
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ことになる。k値が大きいほど、Et 以降で、周回周波数が減少する変化の割合が、小さくなる。こ
れは、k値が大きいほど、粒子の運動量による軌道長のずれが小さいためである。また、加速周波数
を、Et よりも下の同期エネルギーに同期させて固定し、k 値のみ変化させる場合、k 値が大きいほ
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Requirement for RF voltage 
(3.6)式の、E と φを正準共役変数とする Hamiltonianは、∂H

∂φ = dφ
dt と ∂H

∂t = −dE
dt より、

H = 2πh

[
1

α + 1
(E2 − m2)

α+1
2

Es2P
α−1
s2

− E

]
+V0 cos φ (3.7)

と導ける。ここで、V0は高周波加速電圧である。また、上式のHamiltonianは、frf で規格化した。

3.4 二つの安定領域が接近した場合のHamiltonian contour

新たな加速方式に基づき、γs を γt 近傍に設定する。さらに、3.3.1 章で導いた Hamiltonian の
contourを図示すると、以下の図が得られる。用いた各パラメータは表で示す通りである。

図 3.3: Hamiltonian contour 図 3.4: 3D plot: gamma vs phase vs Hamiltonian

表 3.1: パラメータ

k値 6
Transition γ

√
7

RF voltage 2.5×(m0c2)
Harmonic number 1
Stationary γ 9

図 3.3より、Et上下の安定領域が近接している様子がわかる。Etより下の 安定領域は上の安定領
域に比べ、歪んだ形になっている。さらに、位相空間内での粒子の運動は、三つの領域に分けること
が出来る。

1. 二つの安定領域をまたぐ様に、エネルギーが下から上に伸びる道筋 (contour)
2. Et 上下に存在する安定領域内で、安定振動する領域
3. 安定領域外、かつ、道筋にならずに、流れてしまう領域　
また、図 3.4は、それぞれの Hamiltonianの値もあわせて、プロットしたものである。これより、

Etより上の安定領域中心 (φ = π)でHamiltonianの値が極小となっており、Etより下の安定領域中
心 (φ = 0)において、Hamiltonianが極大を持つことがわかる。
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量的に評価する。ここで、Etより下の同期エネルギーを E1、上の同期エネルギーを E2とする。ま
た、(3.7)式の Hamiltonianの同期エネルギー E0 を、ここでは E2 とする。
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である。整理していくと、
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α + 1
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E2P
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1 − Pα+1
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となる。ここで、各同期エネルギー E2、E1 は加速周波数と同期するエネルギーである。3.3.1節
で述べた通り、Es2を決めると、直ちに Es1も導きだせる。そこで、Es1P
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s2 を用いて

上式を簡単にすると、(3.13)式が導ける。
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− P 2

s2

Es2

)
+(Es2 − Es1)

]
(3.13)

従って、(3.13)式において、同期エネルギー E2を決めると、右辺は定数となる。つまり、二つの
separatrixが接着し、二つの安定領域をまたぐ道筋が生じる、最低電圧を確認できた。そして、二つ
の安定領域をまたいだ道筋が生じるための最低電圧は、(3.13)式で定義できる。
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となる。従って、ある高周波加速電圧を決めたとき、その電圧値が、二つの安定領域をまたぐ道筋を
生じるための最低電圧となるのに必要な αの値、つまり、k値を知ることが出来る。
　

3.4.5 Field index : k値と道筋の関係
k値と同期エネルギーの関係

k値の大小は、磁石の形状やエネルギー増加に対する軌道長の増長に、寄与する。また、k値はEt

を決定する因子でもある。k値が高ければ高いほど、Etも高くなる。Etより下のエネルギー範囲で
は、軌道長の変化よりも、粒子の速度変化の方が大きい。従って、エネルギー増加にあわせて、粒
子の周回周波数も高くなる。一方、粒子のエネルギーがEtを超えると、粒子の速度変化よりも、軌
道長の変化のほうが大きくなる。つまり、エネルギー増加にあわせて、粒子の周回周波数も下がる
ことになる。k値が大きいほど、Et 以降で、周回周波数が減少する変化の割合が、小さくなる。こ
れは、k値が大きいほど、粒子の運動量による軌道長のずれが小さいためである。また、加速周波数
を、Et よりも下の同期エネルギーに同期させて固定し、k 値のみ変化させる場合、k 値が大きいほ
ど、Et 上下の同期エネルギー差 ∆E(= E2 − E1)が大きくなる。これは、k値が大きいほど、粒子
の速度変化 (エネルギー変化)に対する、粒子の周回時間の変化が小さいため、より高い同期エネル
ギーにまで加速しないと、粒子の周回周波数が加速周波数と同期しないためである。
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T0 : Revolution time of reference particle 
T : Revolution time of each particle 

Es1 : Stationary Energy@under transition energy
Es2 : Stationary Energy@upper transition energy

3.3 scaling FFAG加速器におけるLongitudinal motion

3.3.1 Longitudinal Hamiltonianの導出
scaling FFAG加速器の特徴である、スケーリング則に基づくと、磁場と closed orbitの関係は以
下の通りとなる。

B = B0

(
R

R0

)k

(3.1)

ここで、kは Field indexである。(3.1)式から、直ちに closed orbitと運動量の関係式が導きだ
せる。

R = R0

(
P

P0

) 1
k+1

(3.2)

以上の関係式を考慮し、(2.14)式と同様に、一周ごとの非同期粒子と同期粒子との位相差について考
えていく。ここで、加速周波数の逆数をTrf とし、各粒子の周回時間をTrevとする。また、Trev = hTrf

の関係を満たす周回時間を Trev(s) とし、その様な粒子のことを、同期粒子と呼ぶこととする。hは
harmonic numberである。
非同期粒子の周回時間と、同期粒子の周回時間の関係は以下の通りとなる。

Trev

Trev(s)
= 1 +

∆φ

2πh
=

(
R

R0

)/
P/E

P0/E0
(3.3)

ここで、E0 は同期粒子のエネルギー、R0 は同期粒子の closed orbitとする。(3.3)式について、
(3.2)式を用いて式変形を行うと

Trev

Trev(s)
= 1 +

∆φ

2πh
=

(
R

Rs2

)/
P/E

Ps2/Es2

=
(

P

Ps2

) 1
k+1 Ps2

Es2

(
E

P

)

=
(

E2 − m2

P 2
s2

)α
2 Ps2

Es2

(
E2

E2 − m2

) 1
2

= P 1−α
s2

E

Es2
(E2 − m2)

α−1
2

(3.4)

となる。ここで、(3.4)式、第 3行目からの αは、α = 1
k+1 と置いて計算を行った。また、(3.4)式

より、Trev(s)と一致する周回時間をもつようなエネルギー Eが、E0の他にもう１つ存在する。つま
り、k値と、ある同期エネルギー E0 を決めると、もう一方の同期エネルギー Eも決まる。そして、
その Eは以下の式を満たす。

Es1P
α−1
s1 = Es2P

α−1
s2

非同期粒子が、リングを一周した後の同期粒子との位相差は、以下の様になる。

∆φ = 2πh

[
P 1−α

s2

Es2
E(E2 − m2)

α−1
2 − 1

]
(3.5)

上式の、一周における変差∆を、 1
frf

d
dt と近似する。すると、粒子の位相とエネルギーについて、

以下の関係式を得ることが出来る。





dφ
dt = 2πfrfh

[
P 1−α

s2
Es2

E(E2 − m2)
α−1

2 − 1
]

dE
dt = frfV0 sin φ

(3.6)
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The Hamiltonian contour which 
through the point (Es2,π) and (Es1,0) 
is the limit contour which is going 
up across the transition energy.

If we get stationary energy(Es2/Es1),harmonic 
number and RF voltage,we can know α (K 
value).

Normalized by frf
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従って、(3.13)式において、同期エネルギー E2を決めると、右辺は定数となる。つまり、二つの
separatrixが接着し、二つの安定領域をまたぐ道筋が生じる、最低電圧を確認できた。そして、二つ
の安定領域をまたいだ道筋が生じるための最低電圧は、(3.13)式で定義できる。
さらに (3.13)式において、αについて解くと、

α =

(
P 2

s1
Es1

− P 2
s2

Es2

)

V0
πh − (Es2 − Es1)

− 1 (3.14)

となる。従って、ある高周波加速電圧を決めたとき、その電圧値が、二つの安定領域をまたぐ道筋を
生じるための最低電圧となるのに必要な αの値、つまり、k値を知ることが出来る。
　

3.4.5 Field index : k値と道筋の関係
k値と同期エネルギーの関係

k値の大小は、磁石の形状やエネルギー増加に対する軌道長の増長に、寄与する。また、k値はEt

を決定する因子でもある。k値が高ければ高いほど、Etも高くなる。Etより下のエネルギー範囲で
は、軌道長の変化よりも、粒子の速度変化の方が大きい。従って、エネルギー増加にあわせて、粒
子の周回周波数も高くなる。一方、粒子のエネルギーがEtを超えると、粒子の速度変化よりも、軌
道長の変化のほうが大きくなる。つまり、エネルギー増加にあわせて、粒子の周回周波数も下がる
ことになる。k値が大きいほど、Et 以降で、周回周波数が減少する変化の割合が、小さくなる。こ
れは、k値が大きいほど、粒子の運動量による軌道長のずれが小さいためである。また、加速周波数
を、Et よりも下の同期エネルギーに同期させて固定し、k 値のみ変化させる場合、k 値が大きいほ
ど、Et 上下の同期エネルギー差 ∆E(= E2 − E1)が大きくなる。これは、k値が大きいほど、粒子
の速度変化 (エネルギー変化)に対する、粒子の周回時間の変化が小さいため、より高い同期エネル
ギーにまで加速しないと、粒子の周回周波数が加速周波数と同期しないためである。
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  Longitudinal tracking 
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Particle muon
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RF frequency 15 [MHz]
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Harmonic number 1
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[Fig.4 Tracking result]

The red dot is one particle every one turns in the ring.

The number of turn to reach the max energy is 13 turns. 
In this scheme
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   Detail of the shape (1)   

3.4.1 二つの安定領域を用いた加速についての考察
１つ目の領域、つまり、二つの安定領域をまたぐ様に加速する道筋について、考察をしていく。

3.4.2 aの領域

図 3.5: Hamiltonian contour

図??、aの領域において、エネルギーの増加に伴い、位相が進む変化から、位相が遅れる変化へと
逆転している点がある。つまり、dE/dφ = ∞となる条件（図の青矢印）が存在する。この条件を定
量的に示す。

Hamiltonianは既に (3.7)式で示した通りである。ある点 (E,φ)でのHamiltonianの接線は、以下
の通りとなる。

∂H

∂φ
= 2πh

[
1

α + 1
1

E0P
α−1
0

d

dE
[(E2 − m2)

α+1
2 ] − dE

dE

]
dE

dφ
− V0 sinφ

[
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1

E0P
α−1
0

α + 1
2
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]
dE
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EPα−1

E0P
α−1
0

− 1
]
dE

dφ
= V0 sinφ

∴ dE

dφ
=

V0 sinφ

2πh

[
EP α−1

E0P α−1
0

− 1
] (3.8)

(3.8)式より、E = E0であるとき、dE/dφ = ∞となることが分かる。従って、エネルギー増加に
よる、位相の変化の方向が逆転するのは、非同期粒子のエネルギーが、同期エネルギーと一致する
ときである。非同期粒子のエネルギーが同期エネルギーに一致するのは、Et の上下で、二カ所存在
する。
今、Et より下の同期エネルギーを E1、上の同期エネルギーを E2 とする。粒子のエネルギーが、
入射してからE2に達するまで、Hamiltonian contour はEtより下の安定領域内を動く。そして、粒
子のエネルギーが E2に達すると、それ以降、E2に達するまで位相が遅れる方向へ変化し、E2に達
した後、位相変化の向きを変える。
上記は、定性的にも説明することが出来る。今考えている変差 dE、dφは、非同期粒子と同期粒
子との、それぞれの変差である。つまり、非同期粒子のエネルギーが、同期エネルギーと一致したと
き、エネルギーの変差 dE = 0となる。このことは、加速電場から受けるエネルギーが０であり、位
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From above equation, when  ,  

E0 : stationary energy 
V0 : RF voltage

•When the particle energy reaches E0, the 
direction of particle change.

3.3 scaling FFAG加速器におけるLongitudinal motion

3.3.1 Longitudinal Hamiltonianの導出
scaling FFAG加速器の特徴である、スケーリング則に基づくと、磁場と closed orbitの関係は以
下の通りとなる。

B = B0

(
R

R0

)k

(3.1)

ここで、kは Field indexである。(3.1)式から、直ちに closed orbitと運動量の関係式が導きだ
せる。

R = R0

(
P

P0

) 1
k+1

(3.2)

以上の関係式を考慮し、(2.14)式と同様に、一周ごとの非同期粒子と同期粒子との位相差について考
えていく。ここで、加速周波数の逆数をTrf とし、各粒子の周回時間をTrevとする。また、Trev = hTrf

の関係を満たす周回時間を Trev(s) とし、その様な粒子のことを、同期粒子と呼ぶこととする。hは
harmonic numberである。
非同期粒子の周回時間と、同期粒子の周回時間の関係は以下の通りとなる。

Trev

Trev(s)
= 1 +

∆φ

2πh
=

(
R

R0

)/
P/E

P0/E0
(3.3)

ここで、E0 は同期粒子のエネルギー、R0 は同期粒子の closed orbitとする。(3.3)式について、
(3.2)式を用いて式変形を行うと

Trev

Trev(s)
= 1 +

∆φ

2πh
=

(
R

R0

)/
P/E

P0/E0

=
(

P

P0

) 1
k+1 P0

E0

(
E

P

)

=
(

E2 − m2

P 2
0

)α
2 P0

E0

(
E2

E2 − m2

) 1
2

= P 1−α
0

E

E0
(E2 − m2)

α−1
2

(3.4)

となる。ここで、(3.4)式、第 3行目からの αは、α = 1
k+1 と置いて計算を行った。

従って、非同期粒子が、リングを一周した後の同期粒子との位相差は、以下の様になる。

∆φ = 2πh

[
P 1−α

0

E0
E(E2 − m2)

α−1
2 − 1

]
(3.5)

上式の、一周における変差∆を、 1
frf

d
dt と近似する。すると、粒子の位相とエネルギーについて、

以下の関係式を得ることが出来る。





dφ
dt = 2πfrfh

[
P 1−α

0
E0

E(E2 − m2)
α−1

2 − 1
]

dE
dt = frfV0 sin φ

(3.6)

(3.6)式の、E と φを正準共役変数とする Hamiltonianは、∂H
∂φ = dφ

dt と ∂H
∂t = −dE

dt より、

H = 2πh

[
1

α + 1
(E2 − m2)

α+1
2

E0P
α−1
0

− E

]
+V0 cos φ (3.7)

と導ける。ここで、V0は高周波加速電圧である。また、上式のHamiltonianは、frf で規格化した。
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   Detail of the shape (2)   

• Plot the each energy and Φ based on (2), 
we can know inflection point.

The red contour is inflection point.

The blue contour is Hamiltonian contour which 
trough (Et, π/2) 

相が変化しない、ということを示す。従って、粒子のエネルギーが、Et の上下に存在するそれぞれ
の同期エネルギー、E1、E2と一致するのを境に、エネルギー増加に伴う位相変化の方向が逆転する
のである。

3.4.3 Hamiltonian contourの変曲点について
次に、それぞれの Hamiltonian contourが変曲する点を求めるために、(3.8)式をさらに φで微分
をしていく。

d2E

dφ2

(
EPα−1
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(3.9)式より、d2E/dφ2 = 0となるのは、β = βt で、かつ、位相が π/2の奇数倍のときである。
つまり、Hamiltonian contourで、トランジションエネルギーが変曲点となるのは、位相が π/2のと
き：H(Et,π/2)のみである。
さらに、(3.9)式を、(3.8)式を用いて変形をすると、(3.40)式の通りとなる。
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ただし、E "= E0 である。d2E/dφ2 = 0となる条件は、分子 = 0であるので、
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となる。この式から、さらに式変形を行い、E = Et以外のエネルギーにおいて、どの位相のとき
が変曲点となるのかを求める。
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(
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(3.11)
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相が変化しない、ということを示す。従って、粒子のエネルギーが、Et の上下に存在するそれぞれ
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のである。

3.4.3 Hamiltonian contourの変曲点について
次に、それぞれの Hamiltonian contourが変曲する点を求めるために、(3.8)式をさらに φで微分
をしていく。

d2E

dφ2

(
EPα−1

E0P
α−1
0

)
+

Pα−1 + (α − 1)E2(E2 − m2)
α−3

2

E0P
α−1
0

(
dE

dφ

)2

=
V0 cos φ

2πh

d2E

dφ2

(
EPα−1

E0P
α−1
0

− 1
)

=
V cos φ

2πh
− Pα−1

E0P
α−1
0

[
1 + (α − 1)

E2

P 2

](
dE

dφ

)2

d2E

dφ2
=

V0 cos φ
2πh − P α−1

E0P α−1
0

[
1 + (α − 1)E2

P 2

]
(dE

dφ )2

EP α−1

E0P α−1
0

− 1

∴ d2E

dφ2
=

V0 cos φ
2πh − P α−1

E0P α−1
0

[
1 − β2

t
1

β2

]
(dE

dφ )2

EP α−1

E0P α−1
0

− 1
(3.9)
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つまり、Hamiltonian contourで、トランジションエネルギーが変曲点となるのは、位相が π/2のと
き：H(Et,π/2)のみである。
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When   (inflection condition),  (1) is

To look for inflection point,  differentiate dE/dΦ with Φ again.

3.4.1 二つの安定領域を用いた加速についての考察
１つ目の領域、つまり、二つの安定領域をまたぐ様に加速する道筋について、考察をしていく。

3.4.2 aの領域

図 3.5: Hamiltonian contour

図??、aの領域において、エネルギーの増加に伴い、位相が進む変化から、位相が遅れる変化へと
逆転している点がある。つまり、dE/dφ = ∞となる条件（図の青矢印）が存在する。この条件を定
量的に示す。

Hamiltonianは既に (3.7)式で示した通りである。ある点 (E,φ)でのHamiltonianの接線は、以下
の通りとなる。
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=
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E0P α−1
0

− 1
] (3.8)

(3.8)式より、E = E0であるとき、dE/dφ = ∞となることが分かる。従って、エネルギー増加に
よる、位相の変化の方向が逆転するのは、非同期粒子のエネルギーが、同期エネルギーと一致する
ときである。非同期粒子のエネルギーが同期エネルギーに一致するのは、Et の上下で、二カ所存在
する。
今、Et より下の同期エネルギーを E1、上の同期エネルギーを E2 とする。粒子のエネルギーが、
入射してからE2に達するまで、Hamiltonian contour はEtより下の安定領域内を動く。そして、粒
子のエネルギーが E2に達すると、それ以降、E2に達するまで位相が遅れる方向へ変化し、E2に達
した後、位相変化の向きを変える。
上記は、定性的にも説明することが出来る。今考えている変差 dE、dφは、非同期粒子と同期粒
子との、それぞれの変差である。つまり、非同期粒子のエネルギーが、同期エネルギーと一致したと
き、エネルギーの変差 dE = 0となる。このことは、加速電場から受けるエネルギーが０であり、位
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相が変化しない、ということを示す。従って、粒子のエネルギーが、Et の上下に存在するそれぞれ
の同期エネルギー、E1、E2と一致するのを境に、エネルギー増加に伴う位相変化の方向が逆転する
のである。

3.4.3 Hamiltonian contourの変曲点について
次に、それぞれの Hamiltonian contourが変曲する点を求めるために、(3.8)式をさらに φで微分
をしていく。
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(3.9)式より、d2E/dφ2 = 0となるのは、β = βt で、かつ、位相が π/2の奇数倍のときである。
つまり、Hamiltonian contourで、トランジションエネルギーが変曲点となるのは、位相が π/2のと
き：H(Et,π/2)のみである。
さらに、(3.9)式を、(3.8)式を用いて変形をすると、(3.40)式の通りとなる。
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ただし、E "= E0 である。d2E/dφ2 = 0となる条件は、分子 = 0であるので、
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となる。この式から、さらに式変形を行い、E = Et以外のエネルギーにおいて、どの位相のとき
が変曲点となるのかを求める。
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